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Settimana 4
Estrema libert dv funzioni a valori scalar:

Esercizio 1.

Trovare e caratterizzare i punti critici della funzione:
1
fla,y)=e? <x - §x3> :

Soluzione 1.

I punti critici sono i punti in cui il gradiente della funzione diventa nullo. Calcoliamo quindi le
derivate parziali:

Ouf(x,y) =0, (e‘yQ) (x — %x3) + e—fax (x — %x‘g) = e_y2(1 — %)

2 1 2 1 2 1
— -y 3 -y 3) — -y 3
Oy f(x,y) =0, (e ) (x 3x ) +e V9, <x 31’ ) 2ye (x 3x )

La derivata 0, f & nulla se e solo se x = +1. Poi abbiamo
3 e
o, f(£l,y) = :leye =0 < y=0.

Quindi abbiamo due punti critici x_ = (—1,0) e xy = (1,0) e

2 2

f(=1,0) = 3 f(1,0) = 3

Quindi x_ e x4 sono i candidati estremi locali della funzione.
Calcoliamo le derivate parziali di secondo ordine:

O f(x,y) = 0, (e‘y2> (1—27)+ eV, (1-2°) = —2ze Y’

00y f(x,y) = 0, (e_y2> (1 — x2) + e_y28y (1 — xz) = —Q(ye_y2 (1 — xz)

01 (2,9) 20y (ye_yQ) (x %xg) —2¢7°9, (ZE a %:f’)
2 2 1
= — Y 2,-y =3
2 <6 2y (& ) (:L‘ 31‘ )

021 (e) = 12 - 2) (2 - o)
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e scriviamo quindi la matrice hessiana

2 —y? —2 2y (2* 1)
D f(z,y) =e (2y (22 =1) (4y° —y?) (w — %x3)> |

Studiamo un punto critico alla volta, cominciando con x_.

D?*f(—1,0) = (g 493> :

Il determinante é positivo, e gli autovalori sono positivi e quindi _ ¢ un minimo. Mentre a

D?f(1,0) = (_02 _2/3) .

Il determinante di nuovo positivo, e gli autovalori sono negativi e quindi questo ¢ un massimo .

T4,

Esercizio 2.
Trovare e caratterizzare i punti critici della funzione:

flry) =2 +y—e.

Soluzione 2.

I punti critici sono i punti in cui il gradiente della funzione diventa nullo. Calcoliamo quindi le
derivate parziali.

0 f(,y) = 0s(a®) + 0u(y — ) = 327
Oy f(w,y) = 0y(2°) + 9y (y —e’) =1 — ¢
il gradiente é quindi
Vf(x>y) = <3$27 1- ey).

Vediamo che il solo punto critico di f é l'origine. Sapere se € un minimo, un massimo o un
punto di sella useremo I’hessiana. Per trovarla, calcoliamo le derivate parziali di secondo ordine:
9 f(x,y) = 9,(3¢%) = 6z
0y f(w,y) = 0y(1 — e¥) = —e
amayf<xay) = ayamf(xvy) = 8y(6l’) =0

D?f(x,y) = <6(§C _O )

ey

e I'hessiana ¢ quindi

Nell'unico punto critico, questa é:

D?f(x,y) = (8 _(1))

e questa purtroppo ha determinante nullo, il che significa che non possiamo usare I'hessiana
per concludere sulla natura di questo punto nullo.

Dobbiamo studiare la concavita o convessita della funzione al’origine. Vi ricordo che una
funzione f € convessa intorno ad un punto x se esiste un intorno U di questo punto tale che,
per ogni @1, T3 € U e ogni t € [0, 1] abbiamo

tf(we) + (1 —t)f(z2) > f(tey + (1 - t)xs), (1)



Tutoraggio Analisi II - Settimana 4 Andrea Di Biagio

e f & concava se la disuguaglianza é nell’altro senso.

Spesso & piu facile trovare contresempi che dimostrare che una cosa é vera. Questo é uno
di questi casi. Dimostreremo che f non € ne convessa ne concava. Ogni intorno dell’origine
contiene un piccolo segmento dell’asse x. Sia U 'intorno sferico di raggio r centrato all’origine.
Abbiamo {(z,0)| —r <z <r} € U. I valori di f sui punti di questo insieme sono:

f(z,0) =23 — 1.

Presa come una funzione di z, questa funzione non € ne concava ne convessa sull’intervallo
[—7,7]. Per dimostrarlo basta dimostrare che 'ineguaglianza non regge per alcuni punti sula
retta y = 0. Prendiamo due punti (—a,0) e (a,0), dove 0 < a < r e calcoliamo i due lati della
diseguaglianza (1):
g(t) :==tf(a,0) + (1 —1)f(—a,0)
=t(a®=1)+(1-1)((—a)®—1)
g(t) = (2t —1a® +1

h(?)
h(t)
1 1 1 1
g(z) :_§a+1<h(1> :—ga—l—l

g(g) :%a+1>h(§) :%a+1

e quindi (1) non regge per alcuni punti di U e alcuni valori di ¢. Quindi f non & ne concava ne
convessa in nessun intorno U dell’origine.

= f(ta+ (1 —t)(—a),0)
= f((2t — 1)a,0)

= (2t — 1)%a® + 1
Abbiamo

Esercizio 3.
Trovare gli estremi della funzione

flz,y) =ycosz
sull’insieme compatto A = {(z,y)|x € [0,27],y € [-1,1]}.

Soluzione 3.

Cominciamo con studiare i punti critici della funzione all’interno di A. Calcoliamo le derivate
parziali:

Opf(z,y) = 0.(y) cosx + yO, cosx = —ysinx

Oyf(x,y) = 0y(y) cosz + yd, cosx = cosx
quindi il gradiente é

V f(z,y) = (—ysinz, cosx).
Troviamone i punti critici in A. Vediamo che il secondo componente & 0 solo se © = 7/2 + n,
per n € Z. 1 soli due casi all'interno di A sono z = 7/2 e x = 37/2. In questi due casi, il primo
componente & 0 solo se y = 0. Quindi i due punti di f all’interno di A sono x; = (7/2,0) e
T = (31/2,0).
Per vedere se sono dei minimi o massimi, calcoliamo la derivate parziali di secondo ordine.

O2f(z,y) = 0,(—y)sinz + —ydysinz = —ycosx
Oyf(z,y) =0ycosz =0
0,0, f(z,y) = 0y cosz = —sinx,

3
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e quindi scriviamo I’hessiana:

I e )

—sinx
Vediamo che il determinante dell’hessiana,
det D*f(x,y) = —sin’z

quindi nessun punto critico di questa funzione puo essere un minimo o un massimo. Per i punti

critici all’interno di A abbiamo
9T . 9 OT
sin“ — =sin“ — =1

2 2

e quindi det D?f(x;) = det D?f(x3) = —1. I due punti critici €; e Z2 sono due punti sella.
Ora guardiamo sul bordo di A Questo ¢ composto di 4 segmenti di retta:

S1=A0,y) |z € [-1,1]}
So ={(xz,—1) | x € [0, 27]}
S3 ={(@2my) [y e [-1,1]}
Sy =A{(z,1) | z € [0,27]}

Studiamo i valori di f su questo insieme. Cominciamo con Si:

f0,y) =y
quindi sono il minimo e massimo su S; sono f(0,—1) = —1e f(0,1) = 1. Siccome
f@m,y) = f(0,9),
otteniamo immediatamente che il minimo e massimo su Sz sono f(2mw, —1) = —le f(2m,1) = 1.

Invece sul segmento Sy abbiamo

f(x,=1) = — cos(x)
e quindi abbiamo due minimi f(0, —1) = f(2m, —1) = —1 ed un massimo f(m, —1) = 1. Siccome
abbiamo due massimi ed un minimo su Sy: f(0,1) = f(2m,1) =1e f(7,1) = 1.

Ricapitolando, f ha due punti di inflessione all’interno di A con

/(51 (59) o

tre minimi sul bordo di A:

f(m 1) =[(0,-1)=f(2m,-1) = -1

e tre massimi sul bordo di A:

f(m,=1)=f(0,1) = f(27m,1) = 1.



