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Andrea Di Biagio*

Settimana 3
Differenziabilita, piano tangente, polinomio di Taylor

Esercizio 1.
Studiare la continuita, derivabilita e differenziabilita in (0,0) della seguente funzione

e,
flz,y) = \/ma( ,y) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0)

Soluzione 1.
Continuita. Analizziamo la funzione in coordinate polari:
73 cos? f sin e %0

f(T cos 6,7 sin 9) = = r2 cos? A sin fe
T

rcosf

Quindi lim,_, f(r cos@,rsinf) = 0 per ogni valore di f. La funzione ¢ quindi continua quando ¢é
ristretta su una qualunque retta che passa per l'origine. Per dimostrare che f stessa e continua,
dobbiamo dimostrare che la convergenza ¢ uniforme in 6. Notiamo intanto che | cos? #sin ] < 1.
Siccome la funzione e* € monotona crescente e r cos < r, possiamo scrivere anche

er cos S er )
Quindi abbiamo

|f(rcosf,rsinf)| = r*-|cos?fsinf| - e % < r2e” — 0.
r—

Abbiamo trovato una funzione di solo r che maggiora f e che tende a 0, quindi f tende a 0 in
maniera uniforme in 6 e quindi é continua.

Derivabilita Vi ricordo che le derivate parziali all’origine sono definite cosi:

h—0 h ; (1)
0,f(z,y) = lim flo,y+ h})L — f(x, y)‘

Calcoliamo le derivate parziali per f:

1 2.0. 00
9,£(0,0) = lim — (M—()) =0

h—0 h h?
. 1 /0-h-1
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Quindi f ¢ derivabile e il gradiente! ¢ nullo all’origine.

Vf(0) == (9:£(0,0),0,f(0,0)) = 0.

Differenziabilita Vi ricordo che una funzione ¢ differenziabile in un punto xg se e solo se é
derivabile in quel punto e

f(@) = f(xo) + (V f(®0), & — 20) + 0 ([l — ol]), (2)

dove V f = (0, f(x0), 0y f(x0)). Nel nostro caso, per dimostrare che f ¢ differenziabile all’ori-
gine, dobbiamo dimostrare che |f| = o(r). Abbiamo visto sopra che

|f(rcosf,rsing)| < r’e”

e abbiamo quindi
0,rsinf
|f(rcos,rsinb)] <re —0,
T r—0

Quindi f = o(r) e la funzione ¢ differenziabile.

Esercizio 2.
Studiare la continuita, derivabilita e differenziabilita in (0,0) della seguente funzione

2

o) — AT T @V 0.0

0, (1‘7?/) = (an)

Soluzione 2.
Continuita Analizziamo la funzione in coordinate polari:
r® cos? 0 sin 6

5 = rcos® fsin .

f(rcosf,rsinf) =

r

Per ogni # abbiamo lim, . f = 0, quindi la funzione ¢ continua quando ristretta su una qualsiasi
retta che passa per 'origine. Poi si noti che

|f(rcos@,rsind)| <r,

da cui si vede che la convergenza ¢ omogenea in 6 e quindi f é continua all’origine.

Derivabilita Siccome f(z,0) = f(0,y) = f(0,0) = 0, entrambe le derivate parziali esistono
e sono nulle. Abbiamo V f(xg) = 0.

Differenziabilita Se f fosse differenziabile, allora avremmo

f(@) = f(0) +(Vf(0),2) + o(l|lz]|) = 0+ o(|l]).

Vediamo se & vero che f = o(r):

|f(rcost,rsinf)| _ r3|0082368in8| — | cos?0sin )],
r r

Quindi f(0) # o(||x||) e la funzione non ¢ differenziabile, anche se continua e derivabile.

LQui useremo il grassetto per indicare un vettore. Quindi ogni scriveremo espressioni del tipo = (z,y),
xo = (20, yo). Il simbolo V non é un vettore per conto suo, ma V f(x,y) = (0. f(z,y), 0y f(z, y)) ¢ una funzione
che prende valori vettoriali.
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Esercizio 3.
Studiare la continuita, derivabilita e differenziabilita in (0,0) della seguente funzione

I2+y2
,y#0
flz,y) = Y
0, y=20

Soluzione 3.
Questo & un esempio di una funzione che é derivabile anche se non é continua.

Continuita Abbiamo visto la settimana scorsa che f non é continua all’origine.

Derivabilita Calcoliamo le derivate parziali. Siccome f(x,0) = 0 per definizione, abbiamo
0,f(0,0) = 0, mentre

h2
0+ 1

8,£(0,0) = lim

h—0 h2
Quindi f ¢ derivabile all’origine (anche se non ¢ continua) e V f(0,0) = (0, 1).
Differenziabilita Se una funzione ¢ differenziabile in un punto, allora ¢ necessariamente
continua in quel punto. Sappiamo che f non é continua all’origine, quindi non puo essere

differenziabile li. Lo possiamo comunque dimostrare in maniera diretta usando (2). Abbiamo
£(0,0) + (V £(0,0),) = y, e quindi

f(rcosf,rsinf) —y = TG —rsinf # o(r)

sin
perché per ogni r ’espressione in mezzo puo prendere valori arbitrariamente larghi.

Esercizio 4.

Trovare I’equazione del piano tangente e calcolare il polinomio di Taylor fino al secondo grado
della seguente funzione:

fla,y) = e,

Soluzione 4.
Piano Tangente Ricordiamoci che I'equazione del piano tangente di una funzione differenziabile
f al punto xq ¢ data da:

z(x) = f(zo) + (V f(0), T — o) . (3)

Per una funzione in due variabili, con xg = (20, yo), possiamo scrivere:
z(z,y) = f(wo,90) + (¥ — x0) - Ouf (w0, Y0) + (Y — Yo) - Oy f (0, Y0)- (4)

La funzione ¢ smooth su tutto il piano. Calcoliamo le derivate parziali usando la regola
della catena per le derivate parziali.

Opf(x,y) = e @FW) .9, [—(a® + ay?)] = —22f(z,y)
Oy f(x,y) = e”@F . 9, [—(a? + ay?)] = —2ayf(z,y),

e inseriamole nella formula (4):
2(x,y) = fo— 220 fo - (x — x0) — 2ayofo - (y — yo) = fo - (1 — 2zo(x — 20) — 2ayo(y — o)),

dove abbiamo definito la costante fy := f(xo,y0) per rendere la formula piu leggibile.
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Polinomio di Taylor Ricordiamo che il polinomio di Taylor 75 di ordine due di una funzione
smooth f intorno a g é

Ty(z) = f(zo) + (V f(z0), ® — xo) + % (D?f(zo) - (& — x0), @ — o) , (5)

dove D?f(xo) indica la matrice hessiana, i componenti della quale sono le seconde derivate
parziali di f nel punto xg. Per una funzione in due variabili abbiamo:

8§f(:v,y) axayf(x>y)
D*f(x,y) = ' ©)
0,0, f(x,y)  OLf(x,y)

Calcoliamo le seconde derivate parziali:

= —Qf(JJ, y) + 4$2f(37, y)
85]6(!13,?/) = (43:2 - 2)f(95,y)

0 f(x,y) = 0y ( — 2ayf(z,y)) = —2af(x,9)8,(y) — 2048, f (2, y)
= —2af(z,y) + 4a*y’ f(x,y)
O2f(x,y) = (4a°y* — 2a) f(x,y)

0y0uf (z,y) = 0,0, f (2, y) = 0u( — 2ay f(z,y))
= —2ay0, f(z,y)
9.0, f (z,y) = dazy f(x,y).

Con queste possiamo scrivere la hessiana:

D*f(x,y) = (
Ora possiamo scrivere il polinomio di Taylor.
Tr(z,y) = fo—2fo - [wo(x — z0) + ayo(y — vo)]
+ %fo : [(4553 —2)(z — 20)* + 8azoyo(z — z0)(y — Yo) + (4a’yg — 2a)(y — 90)2} ;

dove di nuovo abbiamo definito fy := f (o, yo).

42% — 2 daxy
daxy  4a’y? —2a

)f(x,y)-

Esercizio 5.
Trovare I’equazione del piano tangente e calcolare il polinomio di Taylor fino al secondo grado

della seguente funzione:
flay) =+V1—a =y

Soluzione 5.

Notiamo che la funzione ¢ smooth all’interno del disco di raggio 1. Notiamo anche che f(z,y)?+
22 +y? = 1, quindi il grafico di questa funzione ¢ la porzione z > 0 della sfera di raggio 1 centrata
all’origine.

Piano Tangente Calcoliamo le derivate parziali di f. Per aiutarci con la regola della catena,

definiamo
g(z,y) =1—2% -y,

s(t) ==t

4
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cosi abbiamo
f(z,y) =sog(x,y).
Applicando la regola della catena per la derivata parziale otteniamo:

Ouf(x,y) = 5" og(x,y) - Oxg(x,y)
1
- 2y/g(z,y) {=2)
aa:f(x7y> - - -

V1 —x2—qy?

e nella stessa maniera otteniamo

Y
o, f(x,y) = —————.
y f(2,9) gy
Quindi
-1
Vf(z,y) = @) (2,9).
L’equazione del piano tangente al punto (xg,yo) € quindi:
x
z(z,y) = f(xo,90) — f(TOyo)(x — o) — f(%oyo)(y — Y)-

Controlliamo che questa risposta ha senso. Se troviamo due vettori paralleli al piano tangente,
possiamo trovare un vettore perpendicolare al piano tangente. Per il primo vettore prendiamo:

U1 = (ﬂUo + 1,90, 2(z0 + 1790)) - (xo, Yo; z(:vo,yo))
= (1,0, 2(wo + 1,90) — 2(20, Y0))

_ ___ %o
o <1’O’ f($o7yo))

il secondo, in maniera analoga:

V2 = (5U07yo + 1a Z(anyO + 1)) - (37079072(1'0790))
Yo
Vg = 0,1,——)
( [ (o, vo)

e potete controllare che il vettore:

U3 = (ﬁoayo,f@o,yo))

¢ perpendicolare ad entrambi v; e vo. Questo ¢ bene, perché sappiamo che il grafico di f
¢ un pezzo della sfera, quindi il piano tangente al punto (zo,yo, 2(zo, o)) dovrebbe essere
perpendicolare al vettore dall’origine al quel punto.

Polinomio di Taylor Sopra abbiamo trovato le derivate parziali di f:

0, f(a,y) = - 0 (@9) =~

flx,y)’

Ora calcoliamo le derivate seconde. La piu facile &

0,0, f (x,9) = =y , (f(x;y))

= —y <f(;—1y>2> 0 f (2, y)

ayaxf<x7y) = _f(jyy)ga

b}
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dove per passare dalla prima alla seconda uguaglianza abbiamo usato la regola della catena.
Questo ci da due delle componenti di D?f, perché 9,0, = 9,0,. Ora siamo pronti per una un

po’ piu difficile:
O2f(z,y) = —0, (L)
F@9) f(z,y)

1
T fny) 0t = xawf(w,y)
- —x<_—1)0f(w)
" f@y) flay2) Y
1 22

0l 9) = =)~ Tl

Per passare dalla prima alla seconda uguaglianza abbiamo usato la regola di Liebniz per le
derivate parziali, per passare dalla seconda alla terza abbiamo usato di nuovo la regola della
catena. Possiamo semplificare I’espressione qui sopra usando f(z,y)*+z?+y* = 1. Riscriviamo

fla,y)?+a> _ 1-y°
flx,y)? flz,y)3

Per trovare 'ultimo componente, non dobbiamo fare molto lavoro. Notiamo che ’espressione di
f tratta i due argomenti in maniera totalmente simmetrica f(z,y) = f(y, ), ne deduciamo che
il conto per trovare 6’; f ¢ identico al conto per trovare 0; f, con 'unica differenza tipografica
di scambiare x <> y. Quindi:

aif(l.ay) - -

1— 22
flz,y)?
Possiamo finalmente scrivere la matrice hessiana:
1 11—y a2y
2 [
D f(l’,y>_ f(fE,y)S < Ty 1— 22/

e il polinomio di Taylor intorno al punto (xg, yo):

8§f(x,y) - =

T(a,y) = fy - fi [20(z — 70) + 0(y — 0)]

- 2%]”5’ (1= y*) (& — 20)* + 2z0yo(x — o) (y — o) + (1 — %) (y — v0)?] -



