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Settimana 9
Superfici ed Integrali di Superficie

Esercizio 1.
Sia

S2 =
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣ x2 + y2 + z2 = 1

}
.

la sfera di raggio 1 centrata all’origine e si consideri l’insieme:

C =
{

(x, y, z) ∈ S2
∣∣ z ≥ 0

}
.

Dimostrare, che C è una superficie elementare. Trovare cioè un sottoinseme D ⊂ R2 interno di
una curva di Jordan e una mappa σ : D̄ → R3 tale che σ|D è iniettiva e σ(D̄) = C. La mappa
σ è detta una parametrizzazione di C. Trovare il bordo di C.

Esercizio 2.
Sia D = (0,∞)× (0, 2π) ⊂ R2. La mappa

σ : D̄ −→ R3

(r, φ) 7−→
(

2r cosφ

1 + r2
,
2r sinφ

1 + r2
,
r2 − 1

1 + r2

)
fornisce una parametrizzazione della sfera con un punto rimosso Σ = S2 \ {N}. Trovare il
punto N . Calcolare l’area della sfera usando questa parametrizzazione. Σ ha un bordo?

Esercizio 3.
Sia R = (1, 2)× (0, 2π) e sia Σ la superficie parametrizzata da

σ : R̄ −→ R3

(r, θ) 7−→ (r cos θ, r sin θ, r cos θ)

Dimostrare che Σ è una superficie elementare e trovarne il bordo. Calcolare l’area A(Σ) di Σ,
e poi calcolare l’integrale:

I =

∫∫
Σ

fdS

della funzione
f : R3 −→ R

(x, y, z) 7−→ x
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Integrale di f . Per definizione:

I =

∫∫
R̄

f(σ(r, θ))‖n(r, θ)‖drdθ =

∫ 2

1

(∫ 2π

0

√
2r2 cos θdθ

)
dr

e quindi I = 0 perché
∫ 2π

0
cos θdθ = 0.

Esercizio 4.
Sia R̃ = (1, 2)× (0, 4π) e sia Σ̃ la superficie parametrizzata da

σ̃ : ¯̃R −→ R3

(r, θ) 7−→
(
r cos θ, r sin θ,

√
r cos

θ

2

)
Come mai Σ̃ non è una superficie elementare?
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